CAPITULO 5 

DIFERENCIACIÓN DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE REAL 


5-1 Introducción. La rania de las matematicas conccida con el nombre 
de Calculo Diferencial gira en torao de un prcceso especial de limite, la di¬ 
ferenciación, que sera considerado con detalle en este capitulo. Dos tipos dis¬ 
tintos de probleinas — el problema fi'sico de calcular la velocidad instantónea 
de una particula raóvil, y el problema geométrico de encontrar la tangeute 
a una lfnea en uno de sus puntos — conducen de manera natural a la misma 
idea basica que contiene la noción de derivada. Aqui, 110 nos interesaremos 
demasiado por las aplicaciones de la diferenciación a la mecóniea o a la geome- 
tria, y nos ceniremos al cstudio de las propiedades matematicas generales de 
la derivada. Este capitulo trata de la diferenciación de junciones reales defi- 
nidas en £, y el Capitulo 6 tratara de las generalizaciones a E„. 

5-2 Definlción de derivada. Si / es una fundón definida en un intervalo 
abierto [a, b), para dos puntos distintos x y x, de [a, 6) podemos formar el 
cociente de diferencial 

m - m 
* - *0 

Cnnservemos fijo x 0 y estudiemos el comportamiento de tal cociente al tornar 
x valores tan próximos a como queramos. 

5—1 DEFINICIÓN. Sea f definida en un intervalo abierto ( a, b),y supongamos 
que x 0 e ( a, b). Se dice que f tiene derivada en x 0 siempre que cxiste el limite 


lim 

x-*t 


m - f(*o) 
* - *0 


Este limite, que se escribe /'(*„). se Uama la derivada de f en x 0 . 

Podemos pensar que el limite citado define, a partir de una fundón dada 
/, una nueva fundón /', cuyo dominio estd constituido por los puntos de ( a, b) 
en los que / tiene derivada. La función f' se llama la derivada primera de f. 
Analogamente la derivada n-ésima de /, que se representa por f w , se define 
como la derivada primera de n— 2, 3, .. . (Segün nuestra definidón, 
no tiene seutido considerar / ( '> a no ser que esté definida en un intervalo 
abierto.) Otras notaciones con las que el lector puede estar familiarizado son 

m = D/M=*g>=g [donde y = /(*)}, 
u otras similares. La propia función f algunas veces se escribe / l0) . 
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5—2 Teorema. Si f tiene derivada en un punto x 0 de (a, 6), es continuo 
en x 0 . 

Demostración. Si x c ( a, b ). x # x 0> podemos escribir 

m - iM - n ‘l ~ (x - *.). 

* — *o 

Aplicacdo el Teorema 4-8 II), encontramos Urn,.*,, f(x) = f{x 0 ). Esto 
pmeba el aserto. 

El próximo teorema nos propordona uua informadón mas predsa sobre 
el comportamiento de / en las proximidades de un punto en el que la derivada 
existe. 

5-3 Teorema. Si f tiene derivada en un punto interior x 0 de ( a, b), exisle 
un entorno N(x 0 ) y un numero positivo M talque x c N'(x 0 ) implica \f{x) — 
- /(* 0 )| < M\x - x 9 \. 

Demostración . Dado e > 0, hay un entorno N(x 0 ) c [a, b) tal que 
xtN'lxA implica | - f'(x 0 ) < e. 

Si tomamos el entorno correspondente a e = 1, podemos escribir 

< l/'WI +1 

x — x 0 

siempre que x c N'[x 0 ). La conclusión del teorema se deduce tomando M = 

= 1 + !/'(*•) I- 

De las fundones para las que la con¬ 
clusión del Teorema 5-3 es cierta, se dice 
que satisfacen la condición de. Lipschitz 
en x ( . Geométricamente, esto significa 
que la grafica debe quedar entre las dos 
• rectas y - f[x 0 ) = M(x - x 0 ) e y - f(x 0 ) 

= —M(x — x 0 ) siempre que x c N'(x 0 ). 

(Ver Fig. 5-1.) El numero M, natural- 
mente, depende de * 0 . Las fundones que Fig ^ Condici6n de IJpsch i lz en *. 
satisfacen la condición dc Lipschitz en x 0 

son automdticamente continuas en x t , pero la reciproca no es derta. (Ver 
Ejerddo 5-1.) 





Algebra de derivadas 


5-3 Algebra de derivadas. El lector no tendra dificultad en deducir el 
teorema siguiente utilizando las demostracioncs corrientes del cdlculo ele- 
mental. 

5—4 Teorema. Si f y g etidn definidas en ( a , 6), en todos los funtos en 
los que f y g admiten derivadas, las luncior.es f + g, f — g, y f - g tam- 
bién poseen derivadas. Esto tambicn cs cierto para la función fjg en los 
puntos x donie g(x) i= 0. Estas derivadas vienen dadas por las fórmulas: 

[f±gY-f'±g'. 

(/•?)' = /•*' + f’g. 

(fllY =* [g-f ~ t-gVg 7 («> los puntos cn los que ?(x) ^ 0). 

A partir de la definición vemos inmcdiatamente que si /(*) es constante 
para todo valor de x, f'(x) es siempre 0. Asimismo, si f(x) = x es f'(x) = 1 para 
todo x. La aplicadón reiterada del Teorema 5-4 nos dice que si f(x) = x n (n en- 
tcro positivo), laderivada /'(x) = n *" _1 para todo x, Del mismo teorema de- 
dudmos que todo polinomio tiene derivada en todo E x , y toda fundón rado- 
nal admite derivada' donde esté definida. 

5-4 La regla de la cadena. Unresultado bastante mds profundo concerniente 
a las derivadas es la llamada regla de la cadena para la diferenciación de una 
fundón compuesta. 

5—5 Teorema (Regla de la cadena). Sean f continua en un intervalo cerrado 
S y f(S) la imagen de S origxnadi por f. Sea g olra junción dejinida en 
f(S) y consideremos la funcidn compuesta gf dejinida para coda valor x 
de S mediante gf(x) = g [/(*)]. Supongamos que x 0 es un puntc inUrior 
de S tal que y 0 = f (x 0 ) es un punto interior de f(S). Admitamos, ademds 
que existan las dos derivadas f'(x 0 ) y g'(y 0 ). Entonces gf posee derivada 
en x Q y su valor es f'(x 9 )g'(y 0 ). Esto es, 

(*/)'(*.) = *'[/(*„)] /'(*♦)• 

Demostración. Tenemos que considerar el h'mite dd codente 

m - gt(* o) 

" -*o 

enando x tiende a x 0 . Como primer intento hacia la demostradón, parece na- 
tnral escribir 


giw - g/(*o i _ g m) - gf/(^o)j /<*) - / (•».) 

X - x 0 /(X) - l(x 0 ) 


x — x, 
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Si x -+ x 0 , el segundo factor del segundo miembro tiene como limite f'[x Q ) y 
el limite del primer factor deberfa ser g' [/(*<,)] • Sin embargo, esto no es legi- 
timo pues el denominador f(x) — /(*,,) del primer factor podria ser cero en 
todo entorno de x 0 , y, por consiguiente, el primer factor seria indeterminado 
en tales puntos x. Por tanto, es necesario un razonamiento mas prcciso. 
Escribaraos y 0 = f[x 0 ) y definamos una nueva función h como sigue: 

My) = -«'W /(S). *W -«■ 

Entonccs tcnemos lim^^ h(y) 0 a causa de la supuesta existencia de g'[y 0 ). 
Luego h es continua en y 0 . Ahora bier, h csta definida en todo punto de /(S) 
y, por tanto, tiene sentido considerar la función compuesta hf. Puesto que / 
es continua en x 0 y h lo es lambién en y 0 = f(x 0 ), el teorema de la continui- 
dad de las funciones compuestas (Teorema 4-11) nos dice que 

lün A/W - Ai/Wol) “ h{y 0 ) - 0 
«-►«0 

Tomando y = f(x) eu la definición de h, podemos escribir 

m = --y?" 1 - - e'W' si /w **• 

o 

gf(*) - ?(Vo) = [A/W + g'MH/W - y»]> 

y esta igualdad subsiste inclnso si /(%) = y 0 . Ahora bien, conservemos x ^ Xq, 
y dividamos ambos miembros por x — x 0 para obtcner 

X — x 0 x *0 

Estamos ahora en condidones de considerar el limite cuando x -*• * 0 . El segundo 
factor del segundo miembro tiene como limite l'{x 0 ) y antes hemos visto que 
lim,^,. hf(x) = 0. Luego el primer miembro tiene por limite g'(y 0 ) /'(*„), como 
deseabamos demostrar. 

5-5 Derlvadas Uterales y derivadas inflnltas. Hasta ahora, el decir que 
/ tenia derivada en x 0 ha significado que x 0 era inlerior a un intervalo en 
el que / estaba definida y que cl limite f'(x 0 ) era finitao. Es conveniente exten- 
der el alcance de nuestras ideas con vistas a la discusión de las derivadas en 
los extremos de los intervalos. Tambiéh es deseable introducir derivadas 
infinitas, dc manera que la interpretación geométrica de derivada como la 
pendiente de la recta tangente sea valida aun en el caso eu el que la tangente 
sea vertical. Debido a que en tal caso no podemos probar que / es continua 
en x 0 . cxigimos explidtamente que lo sea. 
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5—6 Definiciók. Sea f definida en un intervzlo cerrado S y supongamos 
que f es continua en el punto x 0 de S. Se dice que f tiene derivada a la 
derecha de x 0 si el Umiie a la derecha 


Um 


/(*) - /w 




x — x„ 


exisle y es finito, o si es + co O — oo. Este limite se expresa con la notación 
/'+(*„). De forma anale ga se define la derivada a la izquierda y se repre- 
senta por /'_(*<>). Ademis, si x 0 es un punto interior de S, decimos que f 
tiene la derivada f'(x 0 ) -* -f- <*> si las dos derivadas a la izquierda y a la 
derecha de x Q son -f o®. (La derivada f'(x^ = — oo se define andloga- 
menle.) 

Es evidente que f tiene derivada en * 0 si, y unicamente si, /+(*©) — /'-(xq) 
en cuyo caso /+(*©) = f'_(x 0 ) = /'(*„). 

La Figura 5-2 ilustra alguno de estos conceptos. En el punto x, tenemos 
f+(x ,) = — oo. En la derivada a la izquierda es 0 y a la dereeha es — 1. 
También, /'(* 3 ) = - <*>. /'_(*,) = - 1. /',(*<) = + 1. /'(*,) = + y 
/'_ (Xf) = 2. No existe derivada (ni a un lado ni al otro) en x t , ya que / no 
es continua allf. 



5-6 Funclones con derivada no nula. 

5—7 TeorBMA. Sea f definida en un inlervalo abierto (a, b ) y supongamos 
que en algün punto x„ de (a. b) tenemos ƒ'(*©) > 0 o f'{x 0 ) = + co. Existe 
entonces un enlorno N(x 0 ) c (a, b) tal que para cada %■ de N'(x 0 ) se veri- 
fica f(x) > f(x 0 ) si x > x Q , y f(x) < f(x 0 ) si x < x 0 . 
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Dmostración: Supongamos que f'[x 0 ) sea linita y positiva. Para todo 
e > 0 existe un entorao N(x 0 ) c (a, b) tal que 

.* t N’(x 0 ) iiuplica | A* L r Aft) _ /'{*,)I < *. 

Tomemos el entorno correspondiente a c = Entonces si xcN'(x 0 ), 

tenemos 

- i/■(».) < l{ ’l Z ^ - /•*.) < l /'(*.>■ 

o 


0 <|, W <M^Ï 


X — *« 


Luego en este entorno el cociente {/(%) — /(x 0 )J /(% — %,) es positivo. Pero 
esto implica que /(*) — f(x 0 ) tiene el mismo signo que x — x 0 . 

/'(*o) = + °°. habri un entorno N(x 0 ) tal que 




sitmpre que x t .V'(*„). 


En este entorno el cociente es también positivo y la conclusión se deduce eomo 
antes. 

Un resultado andlogo al del Tcorema 5-7 es legitimo, naturalraente, si 
/'(*o) < 0 ó /'(*„) = — oo en algün punto interior de ( a, b). 


5-7 Funclones con derlvada nula. Podemos utilizar el Teorcma 5-7 para 
obtener el siguiente resultado importante que pone de manifiesto una co- 
nexióu eutre las derivadas y los m&ximos y minimos ielativos. 

5—8 Tborema. Sea / definiia en un intervalo abierto ( a, b) y supongamos que, 
f posca un mdximo o un minimo relativo en un punto interior x 9 de ( a, b). 
Si f tiene derwada en .t 0 , entonces /'(*„) debe ser 0. 

Demostración. Si f(x 0 ) es positiva o + oo, / no puede tener ni maximo ni 
minimo relativo en x 0 a causa del Teorema 5-7. Por lo mismo, f(x Q ) no puede 
ser negativa o — oo. Pero, debido a que existe derivada en x 0 , la unica 
posibilidad es f{x 0 ) = 0. 


El redproco del Teorema 5-8 no es derto. En general, el conodmiento de 
que f(x 0 ) = 0 no es sufidente para determinar si / tiene un mdximo o un minimo 
en x 0 . Efectivamente, puede ser que no exista ni uno ni otro, como puede 
venficarse con el ejemplo en que f(x) = x 8 y x 0 = 0. En este caso /'(O) = 0 
pero / es credente en todo entorao de 0. 
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Adem&s, hay que haccr notar que / puede tener un maximo o un minimo 
relativos en x 0 sin que /'(%„) se anulc. Por ejemplo, la fundón f(x) = \x\ tiene 
un minimo en x = 0 pero, naturalmente, no posee derivada en x = 0. El 
teorema antes demostrado (5-8) supone que / debe tener derivada (finita o 
infinita) en x 0 . Asinismo x 0 debe ser un punto interior de ( a, ft). En el ejem¬ 
plo f{x) = x, a < x < b, f alcanza su maximo y su minimo en los extremos 
pero l'[x) no se anula nunca en [a, 6). 

5-8 Teorema de Rolle. Pensando en la representación geométrica es evi¬ 
dente que una curva suficienlemente « regular» que corta al eje ox en los dos 
extremos de un intervalo [a, 6] debe poseer un «punto de viraje * en algün 
punto comprendido entre a y b. Un teorema de gran importancia en cdlculo, 
conocido como el teorema de Rolle, precisa este hecho. Estd contenido en la 
parte I) del siguiente teorema. 

5—9 Teorema. Sea f una fundón definida en un intervalo abierto (a, b) y ad- 
mitamos que tiene derivada (finita o infinita) en cada punto interior. 
Supongamos también que los dos limiles f(a+) = lim,_^ + f(x) y f(b—) = 
= liin*^. f(x) existen (y son finitos ). Entonces tenemos: 

I) Si f(a+)= /(ft—), existe por lo menos un punto interior x 0 de (a, b) 
en el que /'(%„) = 0. 

II) Si f'(x) ^ 0 en todo punto xde (a, b), f es monótona en (a, b). Con mds 
precisión, f es estrictamente credente si f(a+) < f(b—) y estrictamenle 
deer edente si /(a-f) > /(ft—). 

Demostradón. I,a hipótesis implica que / es continua en el intervalo ( a, b). 
Definamos una nueva fundón g asi: 

*(*) = /(*) si *« K & ). g( a ) - /(«+)*. g(b) » /(*—)- 

De este modo g es continua en el intervalo cerrado [a, 6] y por tanto alcanza 
su maximo M y su minimo m en alguu punto de [ a, 6]. Si f'(x) no sc anula 

en (a, b), el Teorema 5-8 nos dice que los valores extremos de g no pueden ser 
alcanzados en puntos interiores. 

Para demostrar I). supongamos que f(a+) = f(b— ). Si f'(x) ^ 0 para todo 
punto x en (a, 6), se debe verificar m = g(a) = g(b) = M (segun las obser- 
vaciones precedentes). Esto implica que f es constante en (a, 6). Por consiguien- 
te, la no anulación de f' en (a, ft) es incompatible con la igualdad /(a+) = /(ft—). 
Esto demuestra I). 

Para probar II) supongamosque f'(x) £ 0 para todo x en (a, 6) y que j(a+) < 
< /(ft-). Entonces m = g(a) < g(ft) = M, y, por tanto. g(a) < g(x) < g(ft) 
para todo * de (a, ft). Tomaudo un valor fijo de x, x = x 1 , a < x l < b, y apli- 

cando el mismo razonamiento al intervalo cerrado [%,. 6], encontramos que 

e(* i) < < g( b ) s* x t <x<b 
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Pero esto indica que /(*,) < f(x) siempre qae a < < x < b. Luego / 

es estrictamente creciente en (a, b). (Si /(a-f) > f[b—), el razonamiento es 
el mismo.) Esto demuestra II). 

5-9 El Teorema del Valor Medio del Célculo Diferenclal. Uno de los ins- 
trumentos més ütiles del célculo diferencial es el Teorema del Valor Medio. 

5—10 Teorema ( Teorema del Valor Medio del Calculo Diferencial). Sea / una 
función definida en el intervalo cerrado [a, b] y supongamos que f posce 
derivada (finita o infinita) en cada punto interior. Supongamos ademds 
que los limilcs f(a+) y f(b—) existen y que salisfacen la condición 

/(«) - /<«+) = m - /<*»-)• 

Existe entonces por lo menos un punto interior x 0 de ( a. b) tal que 

m - m - /'(*.)(* -«). 

Nota. La condición f{a) - f[a+) = f{b) - f(b-) significa que el salto a 
la derecha de a y el salto a la izquierda de b deben lener la misma magnitud 
pero signos opuestos. En particular dicha condición se satisface si j es conti- 
nua en ambos extremos. 

Gcométricamentc, el Teorema 5-10 establece que en una curva suficiente- 
mente «regular » que une dos puntos A y B existe una tangente que tiene 
la misma pendienle que la cuerda AB. 

El Teorema del Valor Medio se obtendra como corolario del siguiente teo¬ 
rema mas gencral. 

5 — 11 Teorema (Teorema generalizado del Valor Medio). Scan f y g dos 
funciones definidas en el intervalo cerrado [a. 5] y supongamos que c.ada 
ur.a de ellas tenga derivada, finita o infinita, en todo punto interior. En 
los extremos , supongamos que existen los limites /(fl-f). /(*>-). S( a +) Y 
g(b-) y que satisfacen la relación 

i) [/(*+) - /(*-)] w«) - m = m - im w«+) - &-)]• 

Existe por lo tnenos un punto interior x 0 de (a, b) tal que 

ui nxjm - swï = mm*) -/(«)]• 

Nota. La hipótesis I) que-da automaticamente si / y g son ambas continuas 
en los extremos de [a, b]. Si g(*) = x resulta el Teorema 5-10. 

Demosiración. Si * c [a, b ]. sean F(x) = f(x)[g(b) - g{a)\ y G(x) = g(x) 
[f(b) — ƒ(«)]. Si existe en (a, b) un punto c en el que F'(c) y G'(c) son ambas 
-foo o ambas — co. la igualdad II) es cierta para x, = c, tomando ambos 
miembros el valor -foo o el — oc. Supongamos que para ningün x de (a, b), 
F(x) y G'(x) tomen ambas el valor ° cl oo. y consideremos h(x) = 
=. F (x) - G(x). Entonces h tiene derivada (finita o infinita) en cada x de (a, b) y 
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h(a+) = h(b—). En virtud del Teorema de Rolle, debe serh'(x 0 ) = o para un 
cierto x 0 interior a (a, i), y esto demuestra II). 

Nota. El lector deberia interpretar georaétricamente el Teorema 5-11 re- 
firiéndolo a la curva plana representada por las ecuaciones paramétricas 
* = g(0. y = /(<). a<t<b. 


Hemos visto ya en el Teorema 5-9 que / debe ser monótona en ( a , 5) si f no 
es nunca nula. El inisino resultado puede obtenerse como consecuencia inme- 
diata del Teorema del Valor Medio. 

5—12 Teorema. Si f es continua en [a, 5] y posee derivada que torna ünica- 
mente valores positivos (finitos o infinitos) en el interior, f es entonces 
eslrictatnenle creciente en [a, 6]. Si f torna ünicanunU valores negativos 
{finitos o infinitos) en [a, b), f es eslridamente decreciente en [a, b]. 
Si f'(x) = 0 en todo punto x de [a, b), f es constante en todo [a, 5]. 

Demoslración. Si aplicaraos el Teorema del Valor Medio a un intervalo 
arbitrario [*,, x^\ de [a, b), encontramos 

/(*’,) - /(*.) = /'(*o)(*. - *.). don de f (*,. x t ). 

Todas las proposiciones del teorema se deducen inmediatamentc de esta 
igualdad. 

Aplieando el Teorema 5-12 a ia diferencia /— g. vemos que cuando dos funrio- 
nes / y g son continuas en [a, b] y sus derivadas son finitas e iguales en cada 
punto interior, las dos fundones / y g difiercn en una constante en todo el 
intervalo [a, 6]. 

5-10 Teorema del valor Intermedlo para las derivadas. En el Teorema 4-22 
del capitulo anterior hemos probado que una función / continua en un iuter- 
valo corrado [a, 6) torna todos los valores comprendidos entre su maximo y 
su minirao en dicbo intervalo. En particular, / alcanza todos los valores com¬ 
prendidos entre f(a) y f(b). Un resultado parecido demostraremos ahora para 
las fundones derivadas. 

5—13 Teorema. (!Teorema del valor intermedio para las derivadas). Supon- 
gamos que f estd defirida en el intervalo cerrado [a, 6] y que tiene deri¬ 
vada {finita o infinita) en cada Punto interior. Supongamos también 
que f tiene derivadas laterales finitas en los extremos f+{a) y /L(6) y que 
ƒ 4 (fl) /L(6). En tal caso, si c es un numero red comprendido entre 

f\{a) y /'_(£), existe por lo menos un punto interior x tal que f{x) = c. 

Demoslración. Definamos una nueva función g como sigue: 

e(«) - n *l z. r si ** a ’ «w -/'+(«)• 
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Esta función g escontinua en el intervalo cerrado [a, 6]. Segun el teorema del 
valor intermedio para las funciones continuas, g torna todos los valores com- 
prendidos entre f',{a) y [ƒ(6) - /(«)] /(& - a) en el interior de (a, b ). En virtud 
del Teorema del Valor Medio, tenemos g{x) = f'{x 0 ) para algün x a en (a, x) 
siempre que x e ( a , b). Por consiguiente /' torna todos los valores coraprendidos 
entre f\[d) y [f[b) - /{«)]/(& - a) en el interior de ( a, b). Un razonamiento 
semejante aplicado a la función h, dcfinida por 

si x * b ’ m-r-m. 

demuestra que /' torna todo valor comprendido entre [ f(b ) - /(a)] j{b — a) 
y /'_(&) en el interior de (a, b). Combinando estos resultados, vemos que /' 
torna todos los valores comprendidos entre /+(«) y f'Jb) en el interior de ( a . b), 
v esto demuestra el teorema. 

Nota. El Teorema 5-13 es aun valido si una de las derivadas laterales 
f\(a), f'-(b) o ambas, son infinitas. La demostraeión en este easo se consigne 
considerando la función auxiliar g definida mediante la ecuación g(x) = 
ftx) __ cx, si x ( [«, b ]. I/)s detalles se dejan al cuidado del lector. (Ver Ejer- 
cicio 5-22.) 

5-11 Fórmula de Taylor con resto. El Teorema del Valor Medio ha sido ya 
interpretado georaétricamente, pero existe otro aspccto del teorema que tam- 
bién nos ayuda a comprcndcr su significado. 

Si / es continua en [a, 6] y tiene derivada en cada punto interior, dado x 
en ( a, 6], podemos escribir 

t{x) = f[a) + /'(*o)(* - <*), donde a < * 0 < 

Esta igualdad dice que la cantidad /'(%„) (x — a) mide el error coraetido 
cuando f(x) es aproximado por f(a). Desgraciadamente, el Teorema del Valor 
Medio no nos indica cómo puede calcularse x 0 ; dice simpleraente que a < x 0 <x. 
Si x no esté muy alejado de a, J{x) — f{a)] f[x — a) seró aproximadamente 
i’[a). Esto es, /'(ï 0 ) sera aproximadamente igual a f'{a), y por consiguiente 
la igualdad 

m - /w + rm - *) 

dcbe ser aproximadamente correcta cuando x — a cs pequeno. Esto significa 
que / es aproximadamente una función lineal en las proximidades de a. El teo¬ 
rema de Taylor nos dice, con mas generalidad, que / puede aproximaise median¬ 
te un polinomio de grado n — 1 si existe en (a, b). La importancia de 
este teorema radica en el hecho de que nos proporciona una expresión util 
del error cometido por esa aproximación. 
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5—14 Teorema ( Taylor ). Sea f una función que tune derivada n-ésima jinita 
f* ) en todo el intervalo abierto (a, b) y supongamos que / (n-u es continuo en 
el intervalo cerrado \a, 6]. Consideremos un punto x c e [a, 6]. Entonces, 
para todo x de [a, b], x ^ x 0 , existe un punto x l interior al intervalo que 
une x con x, tal que 


/(*) = /(*o) + 


E 


n! 


(* - *•)" 


»-i 


El teorema de Taylor se obtendra como consecueneia de un resultado 
mas gcncral que C3 una cxtcnsión dirccta del Teorema del Valor Medio gene- 
ralizado. 


5—15 Teorema. Scan j y g dos funciones que poseen derivadas n-ésimas 
/<"> y g ( “' en el intervalo abierto ( a, b) y las derivadas de orden n — 1 
cmtinuas en el intervalo cerrado [& , 6]. Tomemos un punto x 0 c [a, 6]. 
Entonces, para todo x de [a, b], x ^ x 0 , existe un punto x l interior al 
intervalo que une x con x 0 tal que 

[/(■)-s‘-»r 

= MM [SM - "ï T <* - *.)* J • 


Nota. En el easo especial en que ?(*) = (x — tenemos g {k) (x 0 ) = 0 
para 0 < k <n — 1 y g M (x) = n\. Este teorema se reduce entonces al 
teorema de Taylor. 

Demoslración. Para simplificar, supongamos que x„ < b y que * > x 0 . 
Mautengamos fijo x y definamos dos nuevas funciones F y G de la siguiente 
manera: 

*-l 

G(0 - fW + s' TT (* - ')*■ 

para cada t en [x* x]. Estas funciones F y G son continuas en el intervalo 
cerrado [* 0 , x) y tienen derivadas finitas en el intervalo abierto (<*, x). Por lo 
tanto, podemos aplicar el Teorema 5-11 y escribir 

[G(*J - G(*o)) = G'(*,) [F(») - F(*o)]. dondc *, c (*„ x). 


Esta igualdad se transforma cn la : 

a) F'(x t ) [g(x) - G(x t )j - G'(x t ) ]{x) - FM]. 


Apostou -; 
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ya que G(x) = g(x) y F(x) = f(x). Si, ahora, calculamos la derivada de la siiraa 
quc dcfine F(Q, teniendo en cuenta que cada tcrmino de la suma es im produc- 
to, encontramos que todos los términos se destruyan salvo uno, y nos resulta 

Andlogamente, obtenemos 

c 'w = TrSjr *"«■ 

Si ponemos t = x, y sustituimos eii a), deduciraos la fórmula del teorema. 


Ejkrcicios 

En los signientes ejercicios suponemos, donde sea preciso, un conodmiento de las 
fórmulas para la diferenciatión de las funckmes elementaire trigoaómclricas, exponcnda- 
les y logaritmicas. 

5-1. Sc dicc que una fundón ƒ satisfaec una condidón de Lipschitz de orden a cn x Q 
si existe un numero positivo M (que puede depender de x 0 ) y im entomo N(x 0 ) tal q ue 

xc N'(x 0 ) implica |f(*) - /(*„) < M(x - *„)*. 


a) Dcmo6trar que una fundón que satisface una condición de Lipschitz de orden a 
es continus en * 0 si a > 0 . y ticuc derivada üi si o > 1 . 

b) Dar un ejemplo de una función que satisfaga una condidón de Lipschitz de orden 1 
en x 0 para la cual f‘(x 0 ) no exista. 

5-2. Eu cada uuo dc los cosos siguiciitcs, determinar los interval os cn los quc la fun¬ 
dón / es credente o decrccicnte y encontrar los maximos y minimos (si existen) en el 
conjunto en el que cada / estA definida 


a) /(*) - ** 4 -ax+ b. 

b) /(*) = log (-*•- - 9), 

c) /(*)-*»>(*- 1)\ 

d) /(*)- (sen*)/* si * *0. /(O) = 0. 


x(E t . 

W > 3. 

0 <.x< n/2. 


5-3. Encontrar un polinomio / de menar grado posible tal que 


f[* 1 ) = «i. M = «*. r(x,) - 


siendo x t 5 * x t y o,. a t , b v b t numeros reales dados. 


5-4. Dcünimos / de la siguiente manera: 


/'(*,) = K 


f(x) = tf-i/»* si x £0, /(O) = 0 . Demostrar que 

a) / es continua para todo *. 

b) /l") es continua para toco x, y quc /l")(0) = 0, (n =» 1, 2, ... ). 



EJERCICIOS 


5-5. Definimos /, g y h asl: /(O) = 
g(x) (l/x). h(x) = sen ( 1 /*). 


g( 0 ) = A(0) = 0 y. si x # 0 , f[x) = sen ( 1 /*), 


Demostrar quc 

a) /'(») = -l/* s cos ( 1 /ar), si * * 0; /'(O) no existe. 

b) g'(x) «* sen (1/ar) - l/x cos ( 1 /ar), si x 0 ; £'((>) no existe. 

c) h'(x) = 2x sen (1/*) - cos (l/x). si x * o: A'(0) = 0: 

lim h'(x) no existe 

*-M) 

5-6. Obtener la fónnula de Lcibnitz paia la dcrivada n-ésiraa de un producto A de 
dos funciones f y g: 


-1 G ) dond ' G ) “ sp^Tjr 

5-7. Dadas dos fuijdoncs / y g definidas y que poseen dcrivadas terceras finitas /'"(ar) 
y *'"(*) P ara ,odo * cn E v Si /(*)*(*) — 1 para cualquier ar. demostrar que las rela- 
doncs a). b). c) y d) son vélidas en todos los pantos en los que los denominadores no 
se anulan: 

a) mm + mim - o. 

b) rwtm - 2/'i*)//w - g"(*)/?'w =* o. 


c) 


aa - 3 cHca - 3 w - os - o. 


/'(*) ” mm 

/"'(ar) 3//"(*) \* 

d) 7w 


rw 


/(*) rw 

W 3 / g"(x) \2 

2 Uw 


Nota. La exprcsión que apatece en d primer miembro de d) se llama la derimda 
Schwarziam de / en x. 

e) Demostrar que f y g tienen la misma derivada Schwarxiana si 
/(*) “ [*/(*) + b]/[c/(x) +dj, donde ad - bc H 4 0. 

[Indicación : Si c & 0. escribir 

(af + b)/(cf + d) = (a/c) + (bc - «d)/(c(c/ + <*)], y aplicar d).] 


5-8. Dadas cuatro funciones /,. /,. g,. g, que poseen derivadas en (a. 6). Definida F 
por medio del determinante 

m u w 

ftW #r«W 

a) Demcstrar que F'(x) existe para todo x en ( a. 6) y que 

/iW /.(*) 

*'x(*> g'iW 




//'.(*) 
ftW £aW 


+ 


F(x) 


si x c (a. 5). 


b) Establecer y demostrar un resultado més general para detenninantes de orden n. 
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5-9. Dadas n funciones ... . /„, admitiendo cada una dcrivada de orden n en 

[a, b ). Una función W, llamada Wronskiano de /,./„. se define corao signe : Para 

cada * de (a. b), W[x) es el valor del determirante de orden n cuyo clemento perteneciente 

a la fila k y a la columna m es /jj -11 (*•), dnnd** h — 1.2. n y m = 1 . 2 . n. TRn 

lugar de los términos f®(x) se escribe /„(r).] 

a) Dcraostrar que W'(x) puede obtenerse reemplazando la ültima fila del determinante 

que define W (*) por las derivadas n-ésimas /|" l (*). /'"•(i). /fH*)■ 

b) Suponiendo la existenda de n constantes c,. c,. c H , no simultdneamente nulas, 

talos que <:,/,(*) + cj t [x) + ... + cj n (x) = 0 para todo x de (a. b), demostrar que 
W(x) = 0 para cada x en (a. b). 

Nota. Un conjunto de funciones que satisfacen una tal reladón se Uama un conjunto 
IxnealmenU dependienle en (a. b). 

c) La anuladón del Wronskiano en todo el intervalo { a , b) es neccsaria, pcro no sufi- 

ciente, para la depcndeucia liiical de /,. /, ./„. Demostrar que en cl co3o de dos fun- 

dones, si d Wronskiano se anula en todo el intervalo [a, b) y una de ellas no se anula 
en [a, b), entonees forman un conjunto linealraente dependiente en (a. b ). 

5-10. Dada una fundón / defiaida cn d intervalo {o, b), con dcrivada finita en él y 
tal que lim ƒ(*) ± +». Demostrar que lim /'(*) o uo existe o es infinito. 

i-yi- # 

5-11. Demostrar que la fórmula dd Teorema dd Valor Medio puede escribirse en 
la forma signiente: 

^ - + „ /'(* + Qh). donde 0 < Q < 1. 


Determinar Q como una fundón de r y h cuando 

a) f(x) = x*. b) f(x) - x». 

C) f{x) = d) /(*) = log x, *>0. 

Mantener fijo x ^ 0, y calcular lim 0 en cada caso. 

‘-►o 


5-12. En d Teorema 5-15 considerar j{x) = 3*‘ - 2*»- ** + 1 y g(x) = - 3** - 

- 2*. Demostrar que /'(*)/?'(*) auDCA « i?ual al codente [/(l) - /(0)J/[g(l) - g{0)] 
si 0 < x <, 1 . iCómo conciliar esto con la igualdad 


m-M -t'w a< 

§{b)-g>) S'(*i)' 

que se obtiene dd Teorema 5-15 cuando n = 1? 


< b. 


5-13. En coda uno dc los siguientes cosos eapccialo dd Teorema 5 15. considerar 
n = 1 , x 0 = a, x = 6, y demostrar que *, = [a + b)f2. 


a) /(*) = sea *, g{x) = cos x ; b) f(x) = e*, g{x) = r'. 

; Puede cncontrarsc una clase general de tales pares de fundones fyg para las que x x 
valga siempre (a +- b )/2 de manera que los dos ejemplos a) y b) pcrtenezean a dicha 
clase? 
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$>14. Dada una función / dcfinida y con dcrivada /' finita en d intervale» seiniabierto 
• < * ^ 1 y tal que |/'f*)| < 1. Definir a„ - /(1 /m) para n =- 1, 2, 3, ..., J demostrar 
existe lim a„. [Jwdicacüin : Utilizar la condidón de CauchyJ. 

$-15. Sapouieudo que / tiene derivada finita en cada punto del intervale» abierto 
u b) y que existe lim,-»,, /'(*) y es finito en un punto interiorx#. demostrar que el va- 
lor de ese llmite debe ser f'(x 0 ). 

$-16. Soa / una función continua en (a, £>) con derivada finita /' en todocl intcrvalo 
(a. b). excepto acaso en x 0 . Si el lim,-»*, /'(*) existe y vale A , demostrar que debe también 
exbtir f'(x 0 ) y que torna el vator A. 

$-17. Sea / continua en [0. 11, /(O) = 0, /'(*) finita para cada r de (0, 1). Probar que 
M f es función creciente en (0, 1), también lo es la fuedón gdefiaida mediante la ecua- 
óon g(x) = /(*)/*. 

$-18. Sea h un numero positivo fijo. Demostrar que no existe función alguna ƒ que 
satisfaga las tres condidones sguientes : /'(*) existe para x > 0. /'( 0 ) — 0 . /'(*) ^ h 

para x > 0 . 

5-19. Saponiendo que / y e tienen derivadaa continuas. utilizar el Teorema dd Valor 
Medio para dedudr la regla de la cadena de diferendadón de lafimdón compuesta gf. 

5-20. Si /j > 0 y /'(*) existe (y es finita) para todo .r en (a h, n + /i). y si / es 
continua en [a - h. a + h), demostrar que se verifica: 

a , ~ ,{a ~- A) ' = /'(« + Oh) + /'(« - Oh). » < 0 < I ; 

b) /( fl + h) ~ = /'(a + XA) - /'(a - XA). 0 < X < 1. 

h 

c) Si /"(«) existe, demostrar que 

rw - Ua ,! * + ** - + ft * - * ■ • 


d) Dar un cjcmplo en d que el limite del codente que aparcce en c) exista pero en 
cambio /"(a) no exista. 


5-21. Sea / una fundón con derivada finita en ( a, fc) y supongamos que x 0 c (a, b). 
Cousidcremoa la condición siguiente : Para todo c > 0 existe un ontomo jV(r 0 ; 8). cuyo 
radio S depende unicaraente de e y no de x 0 . tal que si x c N'{x 0 ; 8), entonces 


X Jj 


< t. 


Demostrar que /' es continua en (a, b) si esta condidón <s vólida en todo el intcrvalo (a. 6). 


5-22. Demostrar d Tcorcraa 5-13 si una dc las derivadas/' + (a),/'_ (6) esinfinita o 
lo sou ambas. 


* 5-23. Dar un ejemplo de mi par de fuuciones / y g que tengan derivadas finitas en 
( 0 , 1 ), tales que 




Hm / W 
«-►o g ix) 


= O. 


pero en cambio que lim l'{x)/g’{ r) no exista. eligiendo g de tal manera que ?'(*) no sea 
nunca cero. ‘-*o 
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5-24. Deraostrar el siguiente teorema : 

Dadas dos funciones ƒ y g que poseert deriuidas n-ésimas finilas en ( a, b). Supongamos 
que para algün punlo inlerior x t de (a, b ). ocurra que /(*,) — /'(.*,) — ... — /<■-•)(*,) =* <• 
y que g(x l ) = g'(x,) = ... = =» 0, pero que no se anuu nurua en (o, 5). 

Demostrar que 

lim /£>„/£(*,) 

g(*) ë w (*i) 

Nota. Se supone que /(») y gf") no son continuas ai [Indicación : Poner F(x) = 
= /(*) — [* — /(k — 1)!. dcfrnir G de manera parecida y aplicar el Tco- 

rema 5-15 a las funciones F y G.] 

5-25. Demostrar que la fórmula del teoTema de Taylor puede también escribirse del 
siguiente modo 




m - £ -*! (* - *o)* + 


*-o 


(x - x a )(* - ar ,)—1 

(» - 1)1 




donde x t cs intcrior al Intcrvalo que une * con x 0 . Sea 1 — 0 *= (x — x.)/(x —x 0 ). De- 
mostrar que 0 < 0 < 1 y obtener la siguiente forma del resto (debida a Cauchy) : 

( ! ~ rv **“ 1 * 9 *+(i - 9 )*j. 

[Indicación : Tornar G(l) — g(l) — / en la domostración del Teorema fi-IR.] 



